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REZUMAT: Structurile de tip isogrid sunt configuratii de rigidizori, de diferite sectiuni,ce alcatuiesc
o structuraregulata plasata pe placi subtiri, cu scopul de a mari factorul de flambaj al acestora. Datorita
impactului major al isogrid-ului asupra stabilitatii structurilor ranforsate si, de asemenea, al avansirii
tehnologiei de manufacturare, folosirea acestui tip de ranforsare in industria aerospatiala a crescut in
ultimii ani.Pentru dimensionarea preliminara a geometriei isogrid-ului trebuiesc rulate un numar
destul de mare de simulari numerice. Tn cazul structurilor foarte mari, timpul de executie al simularilor
numerice este mult prea mare. Asadar, aceastd publicatie are ca scop rezolvarea acestei probleme. Se
propune a se gasi o solutie analiticd a problemei de analiza statica si de stabilitate al unui cilidru
ranforsat cu structura de tip isogrid. Aceasta este obtinuta considerand placa subtire impreuna cu
structura isogrid ca o singura placa subtire cu proprietati modificate. Aceasta este apoi implementata
ntr-un program de computatie simbolica ‘Maxima’, care va calcula numeric tensiunile la nivelul

structurii cat si factorul de flambaj al acesteia.
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1 INTRODUCERE

In aceasti lucrare va fi prezentati o solutie
analitica a problemei de analiza statica cat si de
flambaj al unui cilindru placat cu rigidizori de tip
isogrid, insotitd de o implemetare intr-un program
de calcul simbolic ‘Maxima’.

Solutia analiticava presupune o modificare a
ecuatiilor clasice de calcul static si de flambaj al
unui cilindru supus la forte axiale simetrice. In
principal, se propune o metodd de calcul
generalizatd a proprietatilor echivalente ale unei
structuri de tip placa subtire ceva aproxima
structura complicatd a placii placate cu izogrid a
cilindrului.

Aceasta va fi insotiti de o implementare
simpld in programul ‘Maxima’ care va face
calculul numeric si va afisa variatia parametrilor
caracteristici ai structurii sub forma unor grafice,
ca de exemplu: variatia factorului de flambaj
versus grosimea placii subtiri, variatia factorului
de flambaj versus inaltimea rigidizorilor, etc.

2 STADIUL ACTUAL

Placarea structurilor de tip invelis subtire cu
rigidizor de tip isogrid este utilizatd in industria
aerospatiala in principalpentru marirea factorului
de flambaj. Aceastd metodda are avantajul de a
usura structura si de a imbunitati stabilitatea
acesteia cand este supusa la forte axiale simetrice.
Prin utilizarea rigidizorilor de tip izogrid invelisul
subtire va avea 0 grosime redusa deoarece o parte
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din fortele si momentele de incovoiere ce apar in
structura cilindrica sunt preluate de rigidizori,
'acestia avind o rezistenta la incovoiere mai mare
decat placa subtire simpla. Acest fapt este datorat
geometriei Tnalte a rigidizorilor, Tintrucét, la
solicitarea de Tncovoiere, tensiunile variaza liniar
doar pe directia radiala. Asadar, rigidizorii au
masa distribuitd predominant in directia radiala a
cilindrului. Datorita acestui tip de design, se pot
atinge factori de flambaj mai mari utilizand mai
putin material.

Structura, astfel beneficiind de o masa redusa, a
fost adoptatd de industria aerospatiald 1n
constructia avioanelor de mare viteza, a rachetelor
si chiar si a structurilor de rezistentd folosite in
constructia satelitilor.

Dea lungul anilor au fost publicate numeroase
metode analitice sau semianalitice care sa descrie
0 astfel de structurd isogrid. De mentionat este
metoda analitici folosita de cidtre NASA in
manualul ‘NASA Isogrid Design Handbook’, in
care se foloseste o aproximare a structurii placa
subtire rigidizata ca o placa subtire cu proprietati
modificate. Ce difera in abordarea NASA fata de
abordarea acestui articol este faptul ca manualul
foloseste o axd neutramodificatd si faptul ca
modificd modulul lui Young si grosimea placii
subtiri echivalente. Metoda folosita in acest articol
nu necesitd folosirea unei axe neutre modificate,
iar proprietatile placii subtiri modificate sunt
approximate complet diferit. Alte metode analitice
au fost publicate, insd datoritd numarului mare de
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publicatii, se vor rezuma cateva caracteristici.
Acestea folosesc metode de aproximare a
factorului de flambaj folosind functii de baza
trigonometrice sau alte metode asemianitoare. in
acest articol s-a folosit 0 metoda neobisnuita ce va
fi descrisda 1n capitolele urmatoare. Ce a
Tmprumutat acest articol din literaturda este
impartirea cilindrului Tn module identice cu care
se reconstruieste intreaga structurdsi ipotezele pe
care se bazeaza metoda analitica.

3  SOLUTIA ANALITICA

3.1 DESCRIEREA PROBLEMEI

Problema foloseste metoda descrisa in lucrarea
‘BUCKLING ANALYSIS OF GRID
STIFFENED COMPOSITE STRUCTURES’ de
catre Samuel Kidane[2], si anume, descompunerea
structurii Tn module elementare. Aceste module
elementare sunt o reducere a designului
rigidizorilor atasati Cilindrului.Folosind aceasta
tehnica se simplifica masiv calculele. Aceste
module vor fi apoi folosite la reconstructia
cilindrului original astfel: se alege un numar intreg
de module si se construieste circumferinta la baza
cilindrului, apoi se copiazd acest rand pe directia
axei de simetrie pana cand se atinge lungimea
doritaa cilindrului. In figura 1, s-a ilustrat un
modul exemplu cu inaltimea ‘a’ si latimea ‘b’,
avand rigidizori pe laturi si pe cele doua diagonale
ale acestuia.

Fig 2. Model FEM pentru modul
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a

Fig. 1. Modul cu doi rigidizori

Problema consta in calculul tensiunilor structurii
cat si factorul de flambaj. Pentru acest lucru vom
avea nevoie de matricea de rigiditate a modulului
si, implicit, a intregii structuri.

3.2 CALCULUL MATRICII DE RIGIDITATE

Pentru calculul matricii de rigiditate vom Tncepe
prin a defini expresiile elongatiilor si a fortelor
distribuite pe placa curbad subtire. Toate acestea
sunt o reiteratic modificata a formulelor de calcul
ale teoriei de flambaj ai cilindrilor de lungime
medie din cartea ‘Buckling of Bars, Plates and
Shells” de Robert Millard Jones[1].

E_x:ux—}'zwzg
_ w 1,
Z=Uy+7+iwy
Vay = Uy T Uy T WW,

= —Wyy

ky
ky = —wy,
ke, = —2w,,
€y = €, +zk,
€ = EQ— Zky
YVey = Vay T kay

Elongatiile notate cu bara deasupra sunt elongatiile
placii plane. Aceastea au fost scrise sub forma neliniara
deoarece sunt necesare in calculele ce vor urma.
Elongatiile liniare sunt insuficiente pentru calculul
flambajului axial simetric.Urmatoarele trei expresii
sunt cele pentru curbura placii, acestea reprezentand
deviatia deformatiei de la placa plana. Ultimele trei
expresii sunt forma finala a elongatiilor totale.
Deoarece studiem placi curbe subtiri, aceste elongatii
totale variaza liniar pe grosimea placii. Axa
zreprezintdaaxa pe directia radiald, axa y pe directia
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Fig. 3. Placa si rigidizor

circumferentiala iar axa x pe directia axiala a
cilindrului.

Din moment ce ne intereseaza Numai deformatii
axial simetrice, toate derivatele in functie de y vor fi

nule iar deformatia circumferentialav va fi zero. Astfel,

expresiile de mai sus vor deveni:
€, = Uy + EW)?
_ w
Ey = ?
Yoy =0
ky = =Wy
k, =0
ky =0
1 2
€ = Uy +EWX — ZWyy
w
€, =—
Yoor
Yoy = 0

Vom defini acum fortele si momentele distribuite:
N, = IUx dz = A1 €, + A€y
h

Ny = fO'y dz = A21€_x +A22§
h
ny = fTXy dz = Aggm
h

M, =fcrxzdz=A44kx
h
My=J;layzdz=0

M,, =f‘rxyzdz=0
R

Dupia cum se poate vedea, expresiile fortelor si
momentelor distribuite vor fi functii liniare de elongatii
si curburi care pot fi scrise sub forma matriceala:

Ne 4y A, 0O 0 00 €x
Ny a4, 4, 0 0 00 &
N,y 0 0 A3 0 0 0 _ Vo
M, 0 0 0 Agu 0 0, ke
\My / 0 0 0 0 00 / \ky /
Mg,/ 0 0 0 0 00 Kyy
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Matricea A;; este matricea de rigiditate a modulului.
Majoritatea valorilor matricii A;;au fost neglijate
deoarece valorile respective reprezintid tocmai efectele
de cuplaj ai rigidizorilor, care sunt nesemnificative.
Rolul rigidizorilor in metoda analiticd prezentatd in
articol este de a modifica proprietatile placii curbe a
cilindrului. Se neglijeaza orice alt efect al rigidizorilor.

Calculul propiu-zis al integralelor fortelor si
momentelor distribuite se va imparti in doi pasi:
unulfiind dedicat calculului matricii de rigiditate a
placii curbe si unul dedicat calculului matricii de
rigiditate al rigidizorilor.

h o
F 7t
N, = hpO'x dz + o, dz
= 2
i) p
N= Codit © o
= o, dz + o, dz
y _hp y hp y
h o
- Lih,
Ny, = iy Tyy dz + iy Tyy dZ
2 2
h
2 Lth,
M,= , oezdz+ | 0,z dz
M )
2 2
hp hp
Z 2t
M, = 0,zdz + 0,z dz
y _hp Yy hp y
" 2
* P
M,, = . Tz dz + iy Tyyz dz
2 2

In figura 3 s-au ilustrat inaltimile placii si
rigidizorilor, h,respectivh,. Expresiile tensiunilor
raméan cele obignuite:

E
Oy = 1_—1}2(€x + vey)
oy = 77z (6 +ve)
E
Y T @+
In figura 4 s-a ilustrat o placa cu un rigidizor rotit
impreuna cu sistemul de coordonate al placii, XOY.



Analiza Statica si de Stabilitate Axial Simetrica A Unei Structuri Cilindrice

Fig. 4. Placi si rigidizor rotit

Fig. 5. Elongatii rotite

Efectul rigidizorilor este doar de a da rezistentd la
incovoiere placii pe care o ranforseaza. Pentru a afla
expresiile tensiunilor Tn sistemul de coordonate global,
elongatiile in lungul rigidizorului, ilustrate in figura 4,
trebuiesc rotite cu unghiul ¢p. Vom scrie aceasta relatie
intre elongatiile din sistemul de coordonate al
modulului si elongatiile din sistemul de coordonate
local al rigidizorului ca o relatie matriceald, unde

¢ = cosifip)iar = sin(¢):

€, 2 §2 sc €y
€& = g2 c? —sc €y’
Yxy —2sc 2sc c?—s? Yxy

Deformatia rigidizorului are loc doar in lungul
acestuia, asadar, singura elongatie nenuldeste €,:

€0 = C*€, + 5%€, — SCVyy

Idem, avem pentru tensiuni Tn sistemul de coordonate
al modulului:

Ox c? s? sc Oy
Oy = 2 c? —sc 0
Txy —2sc 2sc c:—s?2 O
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O, CZO'xr
( o9 = sloy
Txy —2sc 0,
Cum singura tensiune nenuld in lungul rigidizorului
are urmatoarea expresie,o,, = Ee,» = E(c?¢, +

2 .
S%€, — SCYyy), avem:

2.2 2
o, co(C€x +5°€) — SCVyy)
<0y =E s%(c’e, + 5%, — SCV¥yy)
T
xy —2sc (c%e, + s%€, — SCV¥yy)

Pentru a afla contributia rigidizorului la forta
distribuitaN,, vom scrie echilibrul fortelor astfel:

E 1
Nx = ; = E O, dA
h
v 7t 6
xTgn % cosiiip) z
2

Forta F, reprezinta forta totalape aria
rigidizorului.N, este forta distribuita pe latura a a
modulului. Elementul de arie dA este egal cu grosimea
rigidizorului t, Tmpartit la cos(¢)inmultitacu dz,
grosimea unei fisii mici de rigidizor. S-a impartit la
cosi{ip) deoarece se integreaza pe proiectia ariei
transversale a rigidizorului pe axa Ox.

in mod similar se obtin si relatiile pentru restul
fortelor si momentelor distribuite:

hp "
E t, 2 thr

x = acos(¢)

c?(c?e, + s%€, — sC vy )dz

hp
N _E t, 2t
¥ bsin(¢p) h
2

s?(c?e, + s%ey, — scyyy )dz

hp
E t 7 thr

* " g cos(d) e
2

_ 2 2
2sc (c?e, +s €y

— SCV¥yy)dz
E t h7p+hr
r 2( .2 2
=— c“(c“e, +s“€, — sc zdz
*  acos(¢p) (c*e Y Yay)
E %Lp+h
t, o thr
M, = —— s?(c?e, + s%e, — sc zdz
Y = bsin(p) (e y ny)
2 hp
M, =25 T+hr2(2+2
= =< —4SC |CT€ S°€
¥ acosifip) he * Y
2

— SC Vyy )2dz

Similar procedam si in cazul placii subtiri.Matricea de
rigiditate totala se obtine prin insumarea matricilor de
rigiditate ai fiecarui rigidizor si cea a placii.
Avand aceste relatii finale, putem extrage coeficientii
matricii de rigiditate dintre forte si momente distribuite
si elongatii si curburi.

Se vor enumera din nou pasii pentru obtinerea
coeficientilor matricii de rigiditate totale:

1. Se calculeaza matricea de rigiditate pentru

placa curba.
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2. Sealege unrigidizor si se scot expresiile
fortelor si momentelor distribuite ale acestuia
in functie de elongatii si curburi folosind
expresiile de mai sus.

3. Se scot coeficientii elongatiilor si curburilor

din expresiile rezultate din pasul anterior si se

asambleaza matricea de rigiditate a

rigidizorului.

Se repeta pasii 2 si 3 pentru toti rigidizorii.

Se compune matricea de rigiditate a modulului

prin adunarea tuturor matricilor de rigiditate

calculate anterior.

a s~

3.3 CALCULUL TENSIUNILOR TN CAZUL
SOLICITARII STATICE AXIAL SIMETRICE

Fx

Fig. 6. Cilindru solicitat axial simetric

Calculul este acum unul simplu. Avand matricea de
rigiditate, putem scrie relatia dintre forte si momente
distribuite si elongatii si curburi:

Ny Ay A, O 0 0 0 &
N, Ay Ap 0O 0 0 0 &
Ny 0 0 433 0 0 0 Yo
My = 0 0 0 Ay 0 0, ki
\My / 0 0 0 0 00 /\ky /
M,, 0 0 0 0 0 0 \k,

Necunoscutele sunt elongatiile si curburile, si anume
vectorul din dreapta. Cunoscutele sunt E,, forta axiala,
si R, raza cilindrului. Cum N, este forta F, impartita la
circumferinta cilindrului, si cum restul fortelor si
momentelor sunt nule, avem:

€x A, A, 0 0 0 0 ! b
& Ayy Ay, O 0 0 O 2nR
Yy . 0 0 A3 0 0 O 8
ke = 0 0 0 Ayu 0 0 0
\ky / 0 0 0 0 0O / 0
Ky 0 0 0 0 00 0

Daca separam matricea de rigiditate totala in matricile
de rigiditate a fiecarei componente, calculate in
capitolul 3.2, vom putea obtine tensiunile fiecarui
element al modulului. Elongatiile, ce au fost calculate
mai sus, sunt aceleasi pentru orice componenta.
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Astfel, tensiunile elementelor se pot afla doar prin
simpla inmultire a matricii de rigiditate ale acestora cu
vectorul de elongatii.

3.4 CALCULUL LA FLAMBAJ

Mai inti vom scrie ecuatiile de echilibru sub forma
generala:

oON, ON,,
=0
0x dy
0Ny + aﬂ =0
0x dy
0*M, _0*M,, 0*M,
32 axdy + 3y + Nywyy, + Nyw,y,
Ny
+2Nywy, ——=p

R
Presiunea p reprezintd presiunea distribuita pe

circumferinta cilindrului.
Facénd toate derivatele in functie de y nule si
componenta v zero, avem:

1 ) w
Nx =A11 (ux+§Wx)+A12 E
1 ) w
Ny =A21 (ux+EWx)+A22 E
N,, =0
Mx =A4—4—(_Wxx)
M, =0
M,, =0

Iar sistemul de ecuatii diferentiale devine:

JdN,
=0
62x
0°M N
axzx + Newy, — ?y =p

Din prima relatie rezulta ca N, = N constant. Daca
descompunem a doua relatie avem:

d*w d*w N,
44 dx4.
Vom scoate N, numai in functie de w/Rdin
expresiile fortelor distribuite N, si N,,, pentru a putea
obtine o ecuatie diferentiald de ordinul patru.

1 w
Ny = A_H(A21N + (A114;2 — A12A21)E

Asadar, ecuatia differentiald devine:

d*w

A21
A —
44 dx4

+—N+p
All

d*w n Aj1Ay — AppAy w
dx? Apq R2
=0
Din cauza faptului ca rezolvarea propiu-zisa a
acestei ecuatii diferentiale este mult prea voluminoasa
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pentru acest articol, se va descrie numai pasii de b h,[mm] P, | — €rel
rezolvare si se va da direct raspunsul. a F F [%6]
Pentru rezolvare: 1 8 196.12 175.13 11.98
1. Se scrie polinomul caracteristic care are patru
radacini. 1 4 63.56 51.03 24.55
2. Se alcatuieste solutia generalizata cu patru 1 2 288 21.38 34.7
constante.
3. Se pun urmitoarele patru conditii la limitd: la 1 1 17.36 7.423 133.86
fiecare dintre capete w = 0 si W = 0. 15 8 19079 | 1728 | 1041
4. Se obtine un sistem liniar de ecuatii in patru
necunoscute. 15 4 59.41 49.76 19.38
5. Se egaleaza determinantul cu zero si vom
obtine o relatie intre cele patru constante. 15 ) 25.64 19.44 31.85
Acea relatie contine variabila N si este de 15 1 15.01 5.14 191.68
forma:
2 8 188.41 169.67 11.04
_ A11A22 _A12A21 A44
N =2 4, ' 2 4 57.52 46.23 24.42
Se stie caNeste forta distribuita pe circumferinta 2 2 24.18 14.85 62.80
_ X
" 2R 25 8 187.27 169.67 10.37
Printr-o simpla inlocuire ajungem la formula fortei
critice de flambaj pentru un cilindru de lungime medie 2.5 4 56.61 46.23 22.45
solicitat axial: 25 2 2346 | 1485 | 57.95
A4y, — A A
P, = 4 J w) Au 25 1 1338 | 431 | 21044
11
4. REZULTATE NUMERICE in ﬁgurile urmatoare sunt ilustrate cateva rezultate ale

calculelor cu element finit.

S-a oferit o adresa web la sfirsitul acestui articol unde
se aflacodul principal al programului in care s-a
implementat metoda analitica prezentata in acest
articol.

Pentru a obtine o masura a erorii pe care o poate
avea metoda analiticd, s-a ales un model de cilindru cu
isogrid cu urmétoarele specificatii:

-R=5m

-material: Aluminiu

-E=70 GPa

-v=0.33

-F=100000 N

In figura 7 este ilustrat cilindrul cu isogrid, cu
modul de raport inaltime/latime egal cu 1, iar in figura
12 este ilustrat cilindrul cu isogrid, cu modul de raport
indltime/latime egal cu 2.5.

Invelisul subtire, atét si rigidizorii, sunt facuti din
acelasi material: aluminiu. Raza cilindrului este de 0.5
metri. Tn tabelul de mai jos sunt figurate rezultatele ce
s-au obtinut mai intdi cu programul propus, iar apoi cu
modelare cu element finit.

Tabelul 1. Rezultate numerice Fig. 8.b/a=1; hp=8
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Fig. 9.b/a=1; hp=4

Fig. 11.b/a=1; hp=1 Fig. 15.b/a=2.5; hp=2

Fig. 16.b/a=2.5; hp=1
Fig. 12. Cilindru cu isogrid b/a=2.5

Dupa cum se poate vedea pentru module unde
rigidizorii au o pondere volumica mic4,

28
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predominaflambajul clasic unde placa flambeaza prima.
Pentru module in care rigidizorii au pondere volumica
mare, ca de exemplu in figurile 11 si 16, flambajul are
loc mai Tntai pentru rigidizori. Acest fapt explica de ce
eroarea pare a fi extrem de mare Tn acele cazuri
(>200%). Valoarea flambajului Tn acele cazuri este una
locald, cea a rigidizorilor, si nu cea globala a intregii
structuri.

5 CONCLUZII

Dupa cum se poate vedea calculul analitic, presentat in
acest articol, al unei asemenea structuri de tip cilindru
ranforsat cu isogrid, poate avea erori considerabile. De
mentionat este si faptul ci in realitate valorile factorului
de flambaj sunt cu mult mai mici chiar si decat
rezultatele date de analiza cu element finit. Asadar,
aceasta metoda nu trebuie considerata ca fiind foarte
precisa.

Aceasta metoda a fost creatda pentru a servi ca unealta
n fazele preliminarii al unui studiu de fezabilitate. A
fost conceputa pentru a scurta timpul de calcul al
acestor parametri, Tntrucat se pierde foarte mult timp pe
un calcul ce nu reda fidel realitatea.
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Un studiu important ar fi cel al dezvoltérii unei metode
de determinare a flambajului care ia in calcul si
distributia de imperfectiuni in structura. Un calcul
statistic ar fi posibil, insa cea mai promititoare metoda
ar fi cea care foloseste calculul variational in a
determina viteza cu care geometria cilindrului se
altereaza si a lucra direct cu aceste date pentru a capta
toate tipurile de imperfectiuni ce ar putea fi prezente in
structura dupa construire.

6 MULTUMIRI
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analizelor cu element finit folosite in aceasta lucrare.
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